Uwagi ogolne

Co tutaj jest? Ponizej mozna znalez¢ zadania, ktére omawiamy na ¢wiczeniach.
Sa tutaj rowniez zadania jedynie sformutowane podczas zajec¢, jak i takie, o ktérych
w ogoble nie wspominalidémy — polecam zwrdci¢ uwage réwniez na nie, zwtaszcza przy
przygotowaniu do egzaminu.

Czego tu nie ma? 7 pewnoscia nie jest to pelnoprawny zbiér zadan zawieraja-
cy wszystkie typowe zadania egzaminacyine, cokolwiek to znaczy. Z jeszcze wicksza
pewnoscig nie jest to skrypt.

Zawsze 1 wszedzie polecam skrypt Pawta Strzeleckiego, do znalezienia na jego stronie:
https://www.mimuw.edu.pl/~pawelst /teaching.html

Pomocny (zwlaszcza w kontekscie rozwiazywania zadan) moze tez by¢ skrypt Michata
Krycha, rowniez dostepny na stronie autora:

https://www.mimuw.edu.pl/~krych /matematyka/AM2skrypt/


https://www.mimuw.edu.pl/~pawelst/teaching.html
https://www.mimuw.edu.pl/~krych/matematyka/AM2skrypt/

Normy

Definicja. Norma nazwiemy kazda funkcje || - ||: R™ — R speliajaca warunki
L. |jv]| = 0; ||v|| = 0 wtedy i tylko wtedy gdy v = 0;
2. (jednorodnosé) ||av|| = |a| - [|v]|;

3. (nier6wnosé trojkata) ||v + w|| < [jv]| + [Jw]|.
Przyktady.
n 1/p
fal = (Shap) a1
i=1

w szczegolnosci

n n
_ . — 2 . — .
fell = Sl flells = [0t ke = Jim el = mas e

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze || - ||1, || - |2, || - |l sSpeiniaja aksjomaty normy.

Zadanie 2. W wymiarze n = 2, narysowac kule jednostkowsg

B(0,1) ={x e R" : ||z]|, < 1}
dla p = 1,2, 0o, oraz naszkicowaé ja dla pozostatych p > 1.

Zadanie 3. Wykazaé, ze przeksztalcenie liniowe T'(z,y) = (x — y,x + y) spelnia
tozsamosé || Tv||e = ||v]]1-
Wskazowka. Sprawdzié¢, ze T przeprowadza kule jednostkowa na kule jednostkowa.

Zadanie 4. ® Rozstrzygnaé, czy istnieje przeksztalcenie liniowe T': R® — R3 spel-
niajace |70 = [0

Zadanie 5. Wykaza¢, ze dla dowolnej normy ||-|| kula jednostkowa B(0,1) = {z € R™ : |[z| < 1}
jest zbiorem wypukltym symetrycznym wzgledem zera, a przeciecie B(0, 1) z dowol-

ng prosta przechodzaca przez zero daje odcinek domkniety o skoriczonej dodatniej

dhugosci.

Zadanie 6. % Wykaza¢, ze jesli K C R" jest zbiorem wypuklym symetrycznym
wzgledem zera, a przeciecie K z dowolng prosta przechodzaca przez zero daje odcinek
domkniety o skonczonej dodatniej dtugosci, to istnieje norma || - ||, dla ktérej K jest
kulg jednostkowaq.



Rownowaznos$é norm

Definicja. Norma || - ||, jest silniejsza od || - ||, (piszemy || - ||s < |- [la), jesli istnieje
stata C' > 0 taka, ze
lz|lp < Cllz||s dla wszystkich x.

Normy || - ||a, || [|[p nazwiemy réwnowaznymi (piszemy ||« || = || 1l5), jesli || |lo S |- |la
oraz || - fla S| - [lo-

Zadanie 1. ® Sprawdzi¢ réwnowaznoéé norm || - |1, || - ll2, || - [loc-

Wskazéwka. By¢ moze najlatwiej jest wykazac cigg nieréwnosci = ||z]l1 < [|# o < [|z]|2 <

Zadanie 2. Wedtug definicji ciag z;, € R" zbiega do x € R wzgledem normy || - ||

(piszemy xy, LiN x), jesli ciag liczb ||z — || zbiega do zera. Wykazaé, ze

(R R (ka L gy b, a:)

Zadanie 3. ® Wykaza¢, ze dla dowolnego niezerowego wektora z € R™ funkcja
frllioo) =R, flx) ==l
jest malejaca. Wywnioskowaé, ze wszystkie normy || - ||, sa réwnowazne.

Zadanie 4. % Wykaza¢, ze wszystkie normy na R" sg réwnowazne.

[1Fe



Norma || - |,

Cel: pokazemy, ze
n 1/p
el = (31t
i=1

rzeczywiscie jest norma dla p > 1. Watpliwo$é¢ budzi jedynie nierownosé tréjkata.
Przyjmiemy teraz, ze p > 1, a ¢ = 1% jest tak dobrane, by % + % = 1. Wiekszos¢
ze stwierdzen ponizej jest prawdziwych rowniez dla p = 11 ¢ = oo, ale dla wygody
ograniczymy sie do skonczonych wartosci.

Zadanie 1. (nieréwnos$¢ Younga) Dla a,b > 0 mamy

1 1
ab < —a?P + -b4.
p q

Zadanie 2. (nieréwnosé¢ Holdera) Dla x,y € R™ mamy

[z -yl < llzllpllyllg,

gdzie - oznacza standardowy iloczyn skalarny w R™. Wywnioskowac, ze

[zl = sup z-y.
lylla<t

Zadanie 3. % (nieréwno$é¢ Minkowskiego, wersja ogblna) Jesli dana jest macierz
a;; oraz dwa wyktadniki p <, to

lla

< e

"

P
l; J

T D
I "

gdzie I]’ oznacza wzigcie normy || - ||, wzgledem indeksu .
Wskazéwka. Po rozwinigciu lewej strony mozna zauwazy¢ norme ||cl|,-/» dla pewnego
i

ciggu ¢;. Warto jg przedstawi¢ w formie

c|lrp = sup bjc; dlas=
Iell» oy P

Zadanie 4. (nieréwnos¢ Minkowskiego) Dla x,y € R™ mamy ||z+y||, < ||z, +]yll,-



Normy macierzowe

Oznaczenia. Dla przeksztalcenia liniowego L: (V|- l;,) — (W, -|l,) miedzy
unormowanymi przestrzeniami liniowymi definiujemy norme operatorowq

ILlly—w = sup {||Lvllw : v eV, [lo]v =1}.

Dla przestrzeni skonczenie wymiarowych zawsze jest to wielko$¢ skonczona. Dla R”
domyslnie przyjmujemy norme euklidesows || - [|,.
Gdy L: R" — R™ ma w bazach standardowych macierz (a;;), mozemy utozsamié
przestrze¢ macierzy M,,«, z przestrzeniag euklidesowa R,,,, przez przepisanie wspot-
czynnikéw a;; w jakiejs kolejnosci. Daje to norme

1Ll =[S a2 = ¢Z e
7,7 %

znang jako norma Hilberta-Schmidta (w przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych
tez bywa ona uzywana).

Zadanie 1. Obliczy¢ normy || - ||, oraz || - ||ge_ e dla macierzy
4 0 2 1
=) =)

Wskazowka. Mozna wszystkie rachunki przeprowadzi¢ na palcach, ale warto sprowa-
dzi¢ B do postaci diagonalnej C' i uzasadni¢ réwnos¢ || B||gz_g2 = ||C||g2—r2.

Zadanie 2. % Wyprowadzi¢ nastepujaca charakteryzacje normy operatorowej: | Ll|v—w

jest najmniejsza liczba K > 0 spelhiajaca nieréwnosé ||Lv|ly < Kljv||y dla dowol-
nego v € V.

Zadanie 3. #® Sprawdzié¢, ze norma operatorowa spelnia nieréwnosé
L L
[L2Lallv—w < | Lollvow [ Lallv—y  dla (U] 1ly) == (Vo[- L) = (W] [lw)-

Skadinad norma Hilberta-Schmidta tez.



Zadanie 4. ® Wykazaé, ze dla L: R — R™ mamy nieréwnosé
[ L]lRn—rem < (L[

Warto zauwazy¢, ze nier6wnosé || - ||gn_gm S || - ||, wynika z ogélnej teorii (réwno-
waznos¢ norm w przestrzeniach skonczenie wymiarowych), ale powyzej otrzymujemy
te nieréwnos¢ ze stala 1.

Wskazowka. Wyprowadzi¢ nastepujaca postaé¢ nierownosci Cauchy’ego-Schwarza:

2
Zaivi < Za? Z”"‘%H%
i i

2 7



Zbiory otwarte, domkniete i inne

Zadanie 1. Dla kazdego z ponizszych zbioréw rozstrzygnaé, czy jest on otwarty,
domkniety, ograniczony, zwarty, wypukty, spéjny.
o {(wy): lal— vl < 1)
o {(z,y): 2 +2x+y*—4y > —1, 92% + 16y* < 144}
o {(z, cx,y,220, x4+ 2y + 32 =06}
o {(z, oty <422 Pyt 422 =9}
(,
(z,

e {
e {

Y, 2)
Y, 2)
Y, 2) s 2yt > 422 2+t + 22 =9}
Y, 2) <0, 22+ 22 <1}
Zadanie 2. Wykaza¢, ze nastepujace warunki na funkcje f: R” — R™ sg réwno-
wazne:
e funkcja f jest ciggta;
e dla kazdego zbioru otwartego G C R™, zbiér f~1(G) C R™ réwniez jest otwarty;
e dla kazdego zbioru domnknigtego F C R™, zbiér f~1(F) C R" réwniez jest
domkniety.
Zadanie 3. ® Znalez¢ przyktad

e funkcji ciagtej f: R — R i zbioru otwartego G C R takiego, ze f(G) C R nie
jest otwarty:;

e funkcji ciagtej f: R — R i zbioru domknietego F' C R takiego, ze f(F) C R
nie jest domkniety.

Zadanie 4. ® Wykazaé, ze jedli f: R" — R™ jest ciggla, a zbior K C R™ jest
zwarty, to zbiér f(K) C R™ réwniez jest zwarty.
Wskazowka. Skorzystaé z innej charakteryzacji zwartosci.

Zadanie 5. Poda¢ przyktad funkcji f: R — R nieciaglej w punkcie 0, ale ktorej
wykres {(z,y) : y = f(z)} jest domknietym podzbiorem RZ.



Granica i ciggtosé funkeji

Zadanie 1. Rozstrzygnaé, czy istnieja, i ewentualnie wyznaczy¢ granice

sin(zy) : x° —y° : Ty
im lim lim —
(z,y)—(0,0) T (z,y)—(0,0) T — Y (z,9)—(0,0) T° + Yy

. 22 — o2 _ w2y . 22y _ 22y

lim 5 5 lim 5 5 lim 5 3 lim 5
(z,9)—(0,0) T4 + Yy (2,9)—(0,0) x* + Y (z,9)—(0,0) T + Yy (z,9)—(0,0) T* + Y

exp(—z% —y?) — 1 ) sin(z3 + y3) . x?

im - llm ——>~ llm ———

(xy)—00)  sin(z? 4 y?) (@y)—(00) 2?2+ y? (x,4)—(0,0) sin(z? + y?)

Zadanie 2. Dana jest funkcja f: (0,00)* — R, f(z,y) = z¥ = exp(yInz). Roz-
strzygnad, czy istniejg, i ewentualnie wyznaczy¢ granice

lim lim f(x,y), limlim f(x,y), lim x,1).

%quof( Y) lim lim f(z,y) (x,y)ﬂ(o,o)f (z,9)

Uzasadni¢, ze istnieje ciagle przedtuzenie £:10,00)%2\ {(0,0)} — R, ale ciagte prze-
dtuzenie f: (0,00)? U {(0,0)} — R juz nie.

Zadanie 3. ® Dla kazdej z funkcji

y2

f(z,y)

1 1
. In . . . .
h(z,y) = |z| lvl, k(xz,y) = (x + y) sin . sin &’ l(z,y) = PN P

zbadad
e granice iterowane lim,_,olim,_.g, lim,_, lim,_o;
e granice w (0,0) wzdluz prostej opisanej réwnaniem Az + By = 0;
e granice lim, ,)—(0,0);

o granice; 1imH($,y)||*>00'



Zadanie 4. Znajdz zbiér punktéw cigglodci funkcji f, g: R? — R zadanych wzorami

3

1173
) = 2t poza (0,0)
’ 0 w (0,0)
Y dlay # 23
= 7y

9(z,y) {1 dla y = 7

W) lyz=2|e~v* 7’1 dla x #0
x,y) =

Y 0 dlaz =0

Zadanie 5. ® Sprawdzi¢, ze mnozenic macierzy
Mscn X My, 3 (A, B) — A+ B € Myxp
jest funkcja ciagla.
Zadanie 6. ® Sprawdzi¢, ze odwracanie macierzy
{Be€ Myyp :det B0} 3> A A € My,

jest funkcja ciagta. Uzasadni¢, ze dziedzina tej operacji jest otwartym i gestym pod-
zbiorem M, «,, ale jest niespdjna.



Pochodne czgstkowe i rozniczkowalnosé

Zadanie 1. ® Kazdy z ponizszych warunkéw jest coraz stabszy, tzn. zachodza
implikacje w dot ||. Podaé przyktady pokazujace, ze nie zachodzi zadna z implikacji
w gore .

e pochodne czastkowe 887’[, ..., 2L istnieja w otoczeniu p oraz sa cigglte w punk-

? Oy
cie p
e funkcja f jest rézniczkowalna w p

e dla kazdego wektora w € R™ istnieje pochodna kierunkowa f,(p) i zalezy ona
liniowo od w, ponadto f jest cigglta w p

e f.,(p) istnieje dla kazdego wektora w € R™ i zalezy liniowo od w
e f.,(p) istnieje dla kazdego wektora w € R™
of of

e pochodne czastkowe 2=, ... =& istnieja w p

Zadanie 2. Obliczy¢ pochodne czastkowe funkeji f: (0,00)> — R danej wzorem
flz,y,2) =z - av.

Zadanie 3. Dane jest przeksztalcenie dwuliniowe B: R" — R" — R. Wyznaczy¢
rozniczke funkcji f(x) = B(x, x).

Zadanie 4. Niech f(x,y) = 22* + 5y — 2xy. Udowodnié, ze odwzorowanie
R?>> 2+~ D,f € L(R*,R)
jest izomorfizmem liniowym.

Zadanie 5. Dla jakich a > 0 funkcja

[iR"—R, f(z)= (Zﬁ)

i=1

jest rozniczkowalna w punkcie 0 € R™?



Zadanie 6. Dla kazdej z funkcji wyznaczy¢ wszystkie punkty ptaszczyzny, w ktorych
jest ona rézniczkowalna:

LY

fay) = —ylle” = 1) gly) =

k(x,y) =In(1+ |zy/?) (p >0
dlay = 0 (z,y) = In(1 + |2y[”) (p > 0)

Zadanie 7. # Podaé¢ przyktad funkcji f: R? — R majacej wszedzie okreslone

pochodne czastkowe 2L, 2L ale nieciaglej w zerze.

ox’ Oy’

Zadanie 8. Funkcja f: R™ — R ma w punkcie 0 niezerowa rézniczke. Znalezé (np.
wyrazi¢ przez pochodne czastkowe) wektor jednostkowy v € R", dla ktérego dy f(v)
przyjmuje najwicksza wartosc.

Zadanie 9. & Niech

1 . 1
f:R" - R, f(z1,...,x,) = det 1 n
Sprawdzi¢, ze pochodna kierunkowa f w kierunkuw = (1,...,1) jest zerowa: 0, f () = 0

dla z € R".



Interludium — rézniczkowanie macierzy

Zadanie 1. Wykaza¢, ze rozniczks przeksztatcenia det: M, ., — R w macierzy
jednostkowej I jest slad:
Dydet(A) = tr A,

natomiast w dowolnej macierzy odwracalnej B € M,,,, mamy

Dpdet(A) = (det B) - tr(B~ " A).

Zadanie 2. Dla n funkcji f1,..., fn: R — R"” wprowadzmy funkcje

Afl,f2,~~~,fn ‘R =R, Afl,f2,~~-,fn(t) = det(fl(t)a f2(t)7 s 7fn(t>>7

ktéra bierze wyznacznik z macierzy majacej te funkcje w kolejnych kolumnach. Wy-
prowadzi¢ wzor

d
%Aflyfz,wfn = Ap ot T ARt o Af g

Zadanie 3. Wykazaé, ze jesli B € M,«, jest macierza o normie operatorowej
| Bll—2 < 1, to macierz I — B jest odwracalna oraz

(I-B)"'= fj B*,

Zadanie 4. Wykorzystajac poprzednie zadanie, wyprowadzi¢ wzér na rézniczke
odwracania macierzy. Wprowadzmy mianowicie

GL, :={A€ My, :det A#0}, i:GL, — GL,, i(A)=A"
Wykazaé, ze woéwezas Dri(B) = —B oraz ogdlnie

Dyi(B) = —A"'BA dla A € GL,.



Zadanie 5. Korzystajac z zupelosci przestrzeni M,,.,, (np. z norma operatorowa,),
uzasadni¢ dobrg okreslonosé¢ funkeji eksponencjalnej

> 01
exp: Mpxn — Mpxn, exp(A)= Z HA’“.
k=0 "

Przy zalozeniu przemiennosci macierzy A i B (czyli réwnosci AB = BA) wyprowa-
dzi¢ wzory

(A+B)" = Zi: (Z) APB"F exp(A + B) = exp(A) exp(B).



Pochodna zlozenia i1 reguta tancuchowa

Twierdzenie o pochodnej ztozenia. Jedli funkcje R* L RU L R™ sy rézniczko-
walne odpowiednio w punktach z € R¥ i f(z) € R, to ich zlozenie h := go f jest
rozniczkowalne w x oraz

D.Z’h = Df(x)g © Dxf

Regula lancuchowa (to samo, tylko inaczej). Przyjmijmy f,g,h jak wyzej.
Oznaczmy wspohrzedne w RF przez (x4, . .., x1) i wspotrzedne w R przez (yi, ..., u),
ponadto przyjmijmy f = (f',....f), g = (¢*,...,g™) i h = (h',...,h™) (gdzie
kazda z funkcji f?, ¢*, h* ma wartosci w R). Wowczas

o g’ Gy O

l
= . dla:=1,....k j=1,...,m.
&cj gays (33’)) axl (.’L’) at ) y Ry ) y 1

Zadanie 1. Wykazaé, ze jesli U C R™" iV C R™ sg zbiorami otwartymi, a przeksztat-
cenie rozniczkowalne f: U — V posiada rézniczkowalne przeksztatcenie odwrotne, to
D, f: R" — R™ jest odwracalnym przeksztalceniem liniowym dla dowolnego = € R™.
Wywnioskowac, ze n = m.

Uwaga. W niedalekiej przysztosci wykazemy (przy pewnych dodatkowych zatoze-
niach) przeciwne wynikanie — z odwracalnosci rézniczki wynika lokalna odwracalnosé
przeksztalcenia.

Zadanie 2. Dla podanych funkcji f, g oraz h = go f wyznaczy¢ rozniczki i sprawdzié,
ze zachodzi rownos¢ Dh = DgDf.

a) f: Ry — R, f(@) = (z, V), 9: R2 - R, gz, y) =e =V
b) f: R — R?, f(t) = (cos(2t),sin(2t)), g: R?\ {()} —R, glz,y) = x2+y
c) fr: Myxy — Maxa, f(A) = A2 g: Mayxs — R, g(A) = det A.

Zadanie 3. ® Niech A bedzie ustalong macierza 2 x 2 oraz
{L‘Zy 22 g2
F(z,y)= | —==,e" ¥ |.

xt + g2’

Znalezé D(F o A) oraz D(A o F) w punkcie (1, 1).



Uwaga. Nastepne cztery zadania ilustruja tzw. metode charakterystyk, ktora pozwa-
la z pewnych réwnan rézniczkowych czastkowych wnioskowaé o geometrii rozwigzan.
Zainteresowanych odsytam do ksigzki L.C. Evansa Rownania rézniczkowe czgstkowe
(rozdz. 3.2).

Zadanie 4. Funkcja rézniczkowalna f: R¥ — R spetnia warunek

k af k
S xjo=——(x) 20 dlaz=(z1,...,24) € R".
=1 I
j
Udowodni¢, ze jest ona ograniczona z dotu.
Wskazowka. Przy ustalonym z € R" rozwazy¢ funkcje pomocnicza h: R — R dang
wzorem h(t) = f(tx) i zbadaé jej monotonicznos¢.

Zadanie 5. Funkcja f: R? — R jest rézniczkowalna i spelniona jest tozsamogé
2y% = x%. Wykazaé, ze istnieje funkcja g: [0,00) — R speliajaca tozsamosé
Y

fl@,y) = g(2® +24°).
Wskazowka. Dla ustalonego r > 0 rozwazy¢ funkcje pomocnicza

,
‘R — R?, t) = (rcost,—sint |,
g (1) ( 73 )
czyli parametryzacje elipsy z2 + 2y* = r2. Wykazaé, ze zlozenie h(t) = f(y(t)) daje
funkcje stala.

Zadanie 6. ® Zalézmy, ze funkcja f: R? — R jest rozniczkowalna i spelnia tozsa-

mosé
of of

Dowiesé, ze istnieje funkcja rézniczkowalna g: R, — R speliajaca tozsamoéé f(z,y) = g(z"y).
Wskazéwka. Jedli teza jest prawdziwa, to funkcja f(z/t,t7y) nie zalezy od t. Spraw-
dzi¢, ze to samo wynika z zatozonej tozsamogci.

Zadanie 7. ® Funkcja f: R? — R jest klasy C' i spehia tozsamosci

of _of _

=0.
ox y@y

f0.y) =y,
Wyznaczy¢ f jawnym wzorem.
Wskazowka. Znalezé funkcje v = (71,72): R — R spelniajaca v; = 1, 75 = —72 (jest
takich cala rodzina), a nastepnie rozwazy¢ ztozenie h(t) = f(y(t)).



W poszukiwaniu kresu

Twierdzenie. Jedli U C R” jest otwarty, a funkcja rézniczkowalna f: U — R ma
ekstremum lokalne w z € U, to D, f = 0.

Twierdzenie. Jesli K C R” jest zwarty, a funkcja f: K — R jest ciggta, to f jest
ograniczona na K i gdzies w tym zbiorze przyjmuje swoje ekstrema.

Zadanie 1. Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkeji

h: R*\ {0} = R, h(z,y) = zyln(z® +3?).

Zadanie 2. Znalez¢ wszystkie ekstrema lokalne oraz wyznaczy¢ kresy funkceji

fiR2 =R, flr,y) =2" +y° —day,
g:R* =R, g(z,y) =22+ 10y* — 62y — 20 + 4y + 5,

Zadanie 3. Znalez¢ kresy funkcji

FRA{O} =R [(y) = 5

g:[0,00)> = R, g(z,y) =azy’e %,
h: (0,00 = R, h(x,y) = (20 +3y)e ™.

Zadanie 4. Niech f(x,y) = y? + 22* — 3y>.

1. Sprawdzi¢, ze dla kazdego wektora v € R? funkcja g,(t) = f(tv) ma minimum
lokalne w zerze.

2. Sprawdzié¢, ze zero nie jest minimum lokalnym f.

3. Znalez¢ infimum f na zbiorze {|z|, |y| < 1}.



Zadanie 5. Niech f(z,y) = x* + 2y*(x + 1)3, oznaczmy tez kostk¢ o boku 2r:
Qr = {|z|, ly| < r}. Znalezé kresy f na zbiorze

a) Q; b) Qa; c) R2.

Zadanie 6. Znalezé kresy funkcji f(z,y) = 2% + xy + 2y* na kole jednostkowym
K={(n,9): 2 +1? <1},

Zadanie 7. Niech A C R? bedzie plaszczyzng zadang wzorem 2x — 3y + 2z = 1.
Znalez¢ punkt (z,y, z) € A potozony najblizej punktu p = (3,2, —1).

Wskazéwka. Sparametryzowaé plaszczyzne A, tj. znalezé funkcje "na” ¢q: R? — A,
a nastepnie zminimalizowaé¢ funkcje |q — p|*.

Zadanie 8. Dane sg zbiory

A={(z,y) €R®: (z+14)° + (y—3) =1} (okrag),
B={(z,y) eR*:y=(z—2)*+2} (parabola).

Znalez¢ odlegtosé miedzy tymi zbiorami, czyli infimum inf{||p —q|| : p € A, ¢ € B}.
W celach ¢wiczeniowych poréwnaé nastepujace dwie strategie:

e Wykorzysta¢ parametryzacje okregu ~(t) = (—14 + cost, g + sin t) i paraboli
n(s) = (s, (s—2)%+2) i zminimalizowa¢ funkcje pomocnicza f(t,s) = ||v(t)—n(s)|*.

e Wrzigé¢ najpierw infimum po wszystkich p € A. Rozwazy¢ funkcje pomocnicza
g(s) = |In(s) — (0,1)||* i wykazaé jej zwiazek z infimum po q € B.

Zadanie 9. Znalez¢ prostopadtoscian o najmniejszej powierzchni catkowitej wsrod
prostopadtoscianéw o ustalonej objetosci V.
Czy istnieje wsrod nich prostopadtoscian o najmniejszej powierzchni bocznej?

Zadanie 10. % Spoérod ptaszezyzn przechodzacych przez srodek szescianu, ktora
daje najwieksze pole przekroju?



Symetria drugiej rézniczki

Zadanie 1. (Peano 1884; przyklad braku symetrii) Niech

wy(z?—y?)

poza 0,

Wykazac, ze

1. Funkcja f jest klasy C! na R? a punkt (0,0) jest punktem krytycznym f.

2. W punkcie (0, 0) istnieja pochodne czastkowe drugiego rzedu a%a%, a%a%, 3%8%,
9.0 4]
oy oy e

0 of 0 of
(230) 00 # (5,50) 00

Twierdzenie (Schwarza o symetrii drugiej rézniczki). Niech f: Q — R*
bedzie funkcja roézniczkowalng w kazdym punkcie zbioru otwartego 2 C R™. Jesli
druga rézniczka d?f(p) istnieje w jakim$ punkcie p € Q, to jest przeksztalceniem
dwuliniowym symetrycznym.

Ponizej wykazemy stabsza wersje tego twierdzenia, mianowicie przy zatozeniu f € C2.

Zadanie 2. (przygotowawcze) Dana jest funkcja f € C''(R?) oraz
b
H:R® - R, H(x,a,b):/ o, ) dt.

a

Wyznaczy¢ pochodne czastkowe:

oH OH OH
S (@.a.b) = —f(@,0), Sr(v,a.b) = () a—x(x,a,b):/a

Wskazowka. Wyprowadzi¢ wzor

H(x+ h,a,b) — H(x,a,b) [b0f [ f+ht)— f(x,t)  Of
- —/a %(x,t) dt—/a < - _8x(x7t)> dt

i wykorzystac¢ twierdzenie Lagrange’a o wartosci sredniej, by wykaza¢ matos¢ funkcji
podcatkowe;j.



Zadanie 3. Niech f € C*(R?). Wykazaé, ze dla dowolnych a, b,y € R zachodzi

b9 Of

., %@<t,y) dt 8ya ( )dt

o 9f _ 0 of 2
Wywnioskowac, ze - 9y = oy o D2 R=.

Wskazéwka. Zrbzmiczkowaé po y réwnosé f(b,y) — f(a,y) = [° %(t, y) dt.

Zadanie 4. Znalezé funkcje f: R? — R klasy C? spelniajaca

0
af(fc, y) = 2xy” + " siny,
T
0
ai;(x,y) = 32%y% + " cosy + 1.

Czy istnieje funkcja g € C? spetiajaca

dg

ox
dg

dy

“(z,y) = 32%y* + e“cosy + 1,

“Z(z,y) = 2xy> + e“siny?

Zadanie 5. Czy istnieje funkcja g € C! spehiajaca warunki z poprzedniego zada-
nia?
Wskazowka. Uzasadnié, ze jesli istnieje, to ma postaé

g(z, 00+/ t0&+/ (2, 5) ds.

Zadanie 6. ® Wykaza¢, ze jesli funkcje f1, fo» € C'(R?) spetniaja zaleznosé %];1 = %,

to istnieje funkcja f € C*(R?), dla ktérej & af =fii 6f = f5. Innymi stowy, zgodnogé
pochodnych mieszanych jest rowniez Warunklem dostatecznym.
Wskazowka. Skorzystaé ze wzoru z poprzedniego zadania.

Zadanie 7. ® Sprawdzi¢, ze funkcje fi, f» € C'(R?\ {0}) dane wzorami

X

W) = i by =-g

2 4 y?’



spelniaja zalezno$é %—J;l = 92 3le nie istnieje funkcja f € C?(R?\ {0}), dla ktérej

oz
g=rig="r
Wskazowka. Zbadaé zachowanie funkcji okresowej g(t) = f(cost,sint).

Uwaga. Powyzszy fenomen (nieistnienie f o zadanych pochodnych czastkowych,
mimo spelnienia warunku koniecznego) jest zwiazany z geometria badanego obsza-
ru, a $cidlej, z tak zwanymi (pierwszymi) kohomologiami de Rhama Hjg. Mozna
je bedzie Scisle zdefiniowa¢ w nastepnym semestrze, po wprowadzeniu poje¢ formy
rozniczkowej i rozniczki zewnetrzney.

Rezultaty powyzszych zadan mozna wowczas stresci¢ nastepujaco: kohomologie H g (R?)
sa trywialne, a kohomologie Hjy(R?\ {0}) nietrywialne.



Wielomian Taylora

Notacja wielowskaznikowa. Wielowskaznik o = (aq,...,a,) to n-elementowy
ciag liczb naturalnych, czyli element zbioru N™ (tutaj zaliczamy 0 do liczb natu-
ralnych). Dla wielowskaZnika a, wektora x € R™ i funkcji f € C* wprowadzamy
oznaczenia:

lal = a1+ ... + ay,

al=o! - ol
¥ = x‘flx‘f U
9 f 0 0 0 0 f
TR PRl et h
Q] razy Qup razy

Nalezy zwroci¢ uwage, ze ze wzgledu na symetrie drugiej rézniczki kolejnos¢ pochod-
nych czastkowych nie ma znaczenia.

Zwiazek z rézniczkami wyzszego rzedu (rozumianymi jako przeksztalcenia wielolinio-
we) jest nastepujacy:

] (0%
f=dYf e, ....e1,....en, ... 0

a1 razy Qp razy

Wielomian Taylora. Zaleznie od ulubionej notacji, wprowadzamy

ko1

Twf(p,x) = Zfd f)(x—p,....z—p)
Wb Tef () = Y 0 (o) — )"
jal<k &

Reszte Ry f definiujemy jako funkcje spetniajaca tzw. wzér Taylora



Zadanie 1. # (kombinatoryczne) Ustalmy o € N" oraz | = |o|. Wykazaé, ze zbior
{1,...,1} dasie podzieli¢ na n podzbioréw Ay, ..., A, o licznosci |4;| = a; doktadnie
n

a
ANE l!
a)  agl. .y

sposobéw. Wywnioskowad, ze dwie powyzsze definicje wielomianu Taylora dajg ten
sam wynik.

Zadanie 2. ® Niech p € Rlzy, ..., z,] bedzie wielomianem rzedu < k spelniajacym
warunek
p(x)
v=0 |[z]|*

Wywnioskowaé, ze wlasnos¢ Peano reszty R f jednoznacznie wyznacza wielomian
Taylora Ty f.

Wskazowka. Przedstawié¢ p jako sume wielomianéw jednorodnych Z?:o pj 1 rozwazyc
zachowanie p(tx) przy ustalonym x € R" i ¢t — 0.

Zadanie 3. Wykaza¢, ze dla kazdego x € R" i k € N zachodzi

k!
(14 . Fx) = —at.
et

Wskazéwka. Przyjac lewa strone za funkcje f i uzasadni¢ réwnosé f(x) = Ty f(0, x).

Zadanie 4. Dla funkcji f(z,y,2z) = (cosz + siny)e* wyznaczy¢ wielomian Taylora
T>f(0,z) na trzy r6zne sposoby:

e Wyznaczajac pochodne f(0),df(0),d?f(0) i podstawiajac do wzoru.

e Wyznaczajac wszystkie pochodne 0% f(0) dla wielowskaznikéw |a| < 2 i pod-
stawiajac do wzoru.

e Korzystajac z rozwinie¢
cost =1-— ;xz + o(z?),
siny =y + o(y),
eF = 1+z—|—;z+0(22),

a nastepnie korzystajac z jednoznacznosci wielomianu posiadajacego wlasnosé
Peano.



Zadanie 5. Funkcja f € C?*(R?) spetia

_ pTTY
(zy)—(0,0)  x2+ 9?2

Wyznaczy¢ wielomian Taylora Ts (0, (x,y)).
Zadanie 6. Funkcja f: R? — R spehia
f(z,y)

lim = 0.
(z,9)—(0,0) 2 + y?

Uzasadni¢, ze jesli f € C?(R?), to d?f(0,0) = 0.
Wskaza¢ przyktad funkeji f ¢ C? spelniajacej ten sam warunek, a dla ktérej druga
pochodna d?f(0,0) w ogdle nie jest okreslona.

Zadanie 7. Funkcja f € C?*(R") spehia df(0) = 0 (jako przeksztalcenie liniowe)
oraz d*f(0) > 0 (jako symetryczna forma dwuliniowa). Wykaza¢, ze f ma w punkcie 0
Sciste lokalne minimum.

Wskazowka. Wybraé¢ otoczenie, na ktérym reszta we wzorze Taylora spetnia

| R2f (0, 0)| < df(0)(v, ).



Postac catkowa reszty we wzorze Taylora,

Zadanie 1. Dla wielomianu Taylora jednej zmiennej T, f(p, x), wyznaczy¢ pochodna

czastkowa po p:
0 1
v L k) Nk
akaf(p, z) =)@ —p)"
Wykorzystujac réwnos$¢ Ty f(z, ) = f(x), wywnioskowaé postaé catkowa reszty (dla

f c Ck+1):

Rif(pa) = [ ) - o) ds

= (z —p)**! /01 ;!f"““)(p +t(z — p))(1 —t)* dt.

Zadanie 2. Wyprowadzi¢ postaé¢ catkows reszty dla funkcji n zmiennych f € C*+1:
« Lk +1 lo% k
Befpa)= 3 (w=p) [ 0o+t —p)(1 - ) d.
la|=k+1 o

Wskazowka. Skorzystaé z postaci catkowej dla funkceji pomocniczej g(t) = f(p+t(z—p))
i sprawdzi¢, ze

0= 3 (2)or s+ttt -

laf=s

Zadanie 3. Dla funkcji f € C®(R") oraz k € N wykazaé¢ réwnowaznos¢ trzech
warunkow:

1. f jest postaci

fl@)=" >  2%ualz)

|a|=k+1

dla pewnych gtadkich funkcji ¢q;

2. f jest skonczong kombinacja liniowa czynnikow postaci ¢y - ... - Ypi1, gdzie
kazda z funkeji 1; jest gtadka i spelnia 1;(0) = 0;

3. 0*f(0) = 0 dla wszystkich wielowskaznikéw || < k;

Wskazowka. Implikacje 1 = 2 = 3 sa proste, a 3 = 1 korzysta ze wzoru Taylora.



Druga rozniczka a lokalne ekstrema

Twierdzenie. Ustalmy funkcje f € C? oraz jej punkt krytyczny p (tzn. punkt,
w ktérym df (p) = 0). Wowcezas

e Jesli p jest lokalnym minimum, to d?f(p) > 0.

Jedli p jest lokalnym maksimum, to d%f(p) < 0.

Jesli d*f(p) > 0, to p jest Scistym lokalnym minimum.

Jesli d*f(p) < 0, to p jest Scistym lokalnym maksimum.

Jedli d*f(p) jest nieokreslona (czyli ani > 0 ani < 0), to p nie jest lokalnym
ekstremum.

e W pozostalych przypadkach na dwoje babka wrozyta.

Kryterium Sylvestera. Dana jest macierz symetryczna A € M,,«,,. Dlak =1,2,....n
przez Ay oznaczymy macierz ztozona z k pierwszych kolumn i wierszy A. Ogdlniej,
dla dowolnego niepustego podzbioru S C {1,2,...,n} przez Ag oznaczymy macierz
ztozong z kolumn i wierszy o zadanych numerach. Wéwczas

e A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy det A, >0dlak=1,2,...,n

o A < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)kdet A, > 0 dla k = 1,2,...,n (latwiej:
gdy —A > 0)

A > 0 wtedy i tylko wtedy gdy det Ag > 0 dla kazdego niepustego S C {1,2,...,n}
e A < 0 wtedy i tylko wtedy gdy (—1)det Ag > 0 dla kazdego niepustego
S C{1,2,...,n} (latwiej: gdy —A > 0)

Zadanie 1. Dla kazdej z ponizszych macierzy symetrycznych podac jej ,okreslo-
no$¢” (do wyboru sa opcje > 0, < 0, > 0, < 0 oraz nieokreslona):

(o 2) 51) ; é <—4 6) (-2 —1>
2 0 Lo 9 6 —9 -1 -2



Zadanie 2. Funkcja
ftE—=R, flzy)=ay—cz—y+3

jest okredlona na tréjkacie domknigtym E C R? o wierzchotkach (0,0), (2,0), (0,4).
Wykazaé, ze swoje kresy przyjmuje na brzegu trojkata.

Zadanie 3. Znalez¢ wszystkie punkty krytyczne funkeji

fi(z,y) = 32% + 6y + 2¢° + 122 — 24y
fola,y) = eV
fa(z,y) = 2° — 3x9/°
fa(z,y) = 2%y — 3y?
fs(z,y,2) =2+ + 22 —ay + 2+ 22

Dla kazdego z nich stwierdzi¢, czy jest to lokalne minimum, maksimum, albo zadne

z tych dwdch.



Stozek styczny do zbioru

Definicja. Dany jest zbior A C R™ i punkt p € A. Niezerowy wektor v € R" jest
styczny do A w p (piszemy v € T,A), jedli istnieje cigg punktéw py € A réznych od
p spelniajacy
Pr —D v

— :
lpe —pll (o]l

Pr — D,
Ponadto przyjmujemy 0 € T,A.

Uwaga terminologiczna. W powyzszej ogélnosci zbior T, A nazywamy stozkiem
stycznym. Jednak dla dostatecznie regularnego zbioru A jest to podprzestrzen linio-
wa, 1 wowczas uzywamy nazwy przestrzen styczna.

Zadanie 1. Sprawdzi¢, ze T,A jest zawsze stozkiem, to znaczy:

vel,A,t>0 — tveTl,A

Zadanie 2. Uzasadni¢ wzor

T,(AuB)=T,AUT,B dlape ANB.

Zadanie 3. Sprawdzi¢, ze powyzszy wzor jest prawdziwy jedynie dla skonczo-
nych sum. Dla przyktadu, sprawdzi¢, ze wektor (1,0) jest styczny do sumy prostych
A ={y=uz/k} (k=1,2,...), ale nie jest styczny do zadnej z tych prostych.

Zadanie 4. Dany jest punkt p € AN B. Wykazad, ze jesli zbiory A i B zgadzaja
sie na jakim$ otoczeniu p, to znaczy AN B,.(p) = BN B,(p) dla pewnego r > 0, to
T,A=T,B.

Zadanie 5. Zaltozmy, ze p, — p jak w definicji wektora stycznego. Zatézmy ponadto,

ze
. DPrL—Pp
lim =0
k—oo ak:

dla pewnego dodatniego ciggu ar — 0 oraz niezerowego wektora v € R™. Wykazac¢, ze
wowczas cigg w ma skonczong dodatnig granice, a cigg ﬁ zbiega do wektora
proporcjonalnego do v.



Zadanie 6. Niech f: R" — R* bedzie funkcja rézniczkowalng w g, a
G={(z, f(z)): z € R"} CR" x R*
jej wykresem. Wykazaé, ze
Tiwo, s G = Im(id Xdy, f) = {(v, day f(v)) : v € R"}.
Wskazéwka. Dla punktu py = (z, f(xr)) przyjaé ap = ||zr — x|

Zadanie 7. (a) ® Niech f: R® — R* (n < k) bedzie funkcja klasy C', a I = {f(z) : « € R"} C R*
jej obrazem. Wykazac, ze

Tizo)l 2 imdy, f = {dsy f(v) v € R"}.

(b) Niech f: R® — R¥ (n > k) bedzie funkcjg klasy C*,a L = {x € R" : f(z) = f(z0)} C R"
jej poziomica (wyznaczona przez wartosé¢ f(zg)). Wykazaé, ze

T,,L Ckerd,,f={veR":d,, f(v) =0}.

Uwaga. Twierdzenia o funkcji odwrotnej i uwikltanej (w skrécie TFO i TFU) po-
zwola nam przy pewnych dodatkowych zatozeniach sprowadzi¢ przypadki (a) i (b)
(czyli obraz i poziomice) do przypadku wykresu, oraz wykazaé¢ réwno$é w obu za-
wieraniach.

Zadanie 8. W kazdym punkcie zbioru
P={(z,y) €ER*:y >0, v =2y°+ 3y +4}

wyznaczy¢ stozek styczny.
Zadanie 9. Wyznaczy¢ stozek styczny do elipsoidy

E={(z,y,2) € R®: 2° +2y* + 32> = 6}
w punkcie (—1,—1,—1).
Zadanie 10. Niech

FiRZSRE, f(z,y) = (e¥, €2, 5H9Y),

2



Wyznaczy¢ stozek styczny do zbioru f(R?) C R w punkcie (1,1, 1).

Zadanie 11. # Niech L = {(z,y) € R? : f(x,y) = 0} bedzie zerowa poziomica
funkcji

T dla y <0,

flx,y)=Ra+y?> dlaz>0,y>0

r—y? dlax<0, y>0.

Wyznaczy¢ TyL i skonfrontowaé otrzymany wynik z podprzestrzenia ker dy f.

Zadanie 12. Oznaczmy punkty a = (—1,0), b = (1,0) i zdefiniujmy funkcje
f,g: R? — R wzorami

fp)=1p—all+lp-0l, glp)=Ip—al—Ip-—>0

1. Znalez¢ punkty rézniczkowalnosdci funkcji f, g oraz znalezé gradient Vf, Vg
w punktach, w ktorych rézniczka istnieje.

2. Dowiesé, ze poziomice funkcji f i g sa wzajemnie ortogonalne. Doktadniej,
pokazaé, ze jesli py jest wspolnym punktem rézniczkowalnosci f i g, to stozki
styczne do zbiorow

{peR*: f(p) = f(po)}, {peR®:g(p)=g(po)}

stanowiag dwie prostopadte proste.

Zadanie 13. Rozwazmy zbioér macierzy ortogonalnych
O(n) ={Q € My, : Q"Q = I}.

Opisaé przestrzen styczna do O(n) w punkcie I.
Wskazowka. Wykorzysta¢ zadania dotyczace obrazu i poziomicy. Najpierw przedsta-
wi¢ O(n) jako poziomice pewnej funkcji, a nastepnie sprawdzi¢, ze funkcja

=1
eXp: Mnxn - Mnxrw eXp(A> = Z HAIC
k=0 """

po ograniczeniu do odpowiedniej podprzestrzeni daje wartosci w O(n).



Twierdzenie o funkeji odwrotnej 1 uwiklanej I

Definicja. Niech U,V C R" — dwa zbiory otwarte. Dyfeomorfizmem nazwiemy pare
funkcji f: U — Vig: V — U klasy C' speliajaca go f =idy i fog =idy.
Naduzywajac nieco terminologii, dyfeomorfizmem nazwiemy tez jedna z tych funkcji
(0 ile oczywiscie istnieje druga do pary).

Twierdzenie o funkcji odwrotnej. Niech f: R® — R" bedzie funkcjg klasy C*.
Jedli rozniczka df (p) w pewnym punkcie jest odwracalna, to f jest dyfeomorfizmem

pewnego otoczenia p na pewne otoczenie f(p).
Ponadto dla z i y = f(z) w tych otoczeniach zachodzi d(f~1)(y) = (df (z))~*.

Twierdzenie o funkcji uwiktanej. Niech R™xR" > (z,y) — F(x,y) € R™ bedzie
funkcja klasy C'. Przez d,F(z,y) oznaczmy rézniczke F' po y, to znaczy rézniczke
funkcji F(x,-): R — R" w punkcie y (podobnie z d, F').

Jesli rézniczka d, F'(x¢, yo) jest odwracalna, to istnieje otoczenie (zo, yo) € UxV C R™xR™
oraz funkcja h: U — R" klasy C', ktére spetniaja

F(z,y) = F(zo,y0) <=y = h(z) dla (z,y) € (U, V).
Ponadto zachodzi dh(z) = —(d,F (z, h(x)) " d. F(z, h(x)).

Zadanie 1. W TFO i TFU wywnioskowa¢ wzory na rézniczki f~1 i h ze wzoru na

pochodng ztozenia.
Wskazéwka. Zrézniczkowaé odpowiednio f~1(f(x)) =z i F(z,h(z)) = F (0, yo)-

Zadanie 2. Z TFO wywnioskowa¢ TFU, a nawet (formalnie mocniejsza) wersje,
w ktorej
F(z,y)=c¢ <= y=H(z,c¢).

Wskazowka. Rozwazyé funkcje f(z,y) = (z, F(x,y)).

Zadanie 3. 7Z TFU wywnioskowa¢ TFO.
Wskazéwka. Rozwazy¢ funkje F(z,y) = f(y) — =.

Uwaga. Nastepne zadania pokazuja konsekwencje TFO i TFU dla wyznaczania
przestrzeni stycznych. Przy okazji pokazuja, ze twierdzenia te mozna stosowaé dla
dowolnej funkcji f: R® — RF klasy C*', ktérej rozniczka jest petnego rzedu, czyli
rzedu min(n, k) (TFO dlan < k, TFU dla n > k).



Zadanie 4. Niech f: U — V bedzie dyfeomorfizmem klasy C*! oraz niechp € A C U.
Wowczas

Tf(p)f(A) = df (p) (TpA) ={df(p)-v:ve TPA}'

Zadanie 5. Niech F': R™™ — R" bedzie funkcja klasy C!, ktorej rézniczka dF (pg)
jest pelego rzedu (czyli rzedu n). Oznaczmy przez L = {p : F(p) = F(po) j€j
poziomice. Wykazaé, ze wowczas

T,, L = ker dF(py).

Wskazowka. Ztozy¢ F z obrotem w dziedzinie, by sprowadzi¢ sprawe do przypadku
ker dF'(py) = R™ x 0.

Zadanie 6. Niech s = (f,g): R" — R" x R™ bedzie funkcja klasy C' i zat6zmy, ze
rézniczka df (zo) jest odwracalna. Wykazaé, ze wéwezas obraz (odpowiednio obcietej)
funkcji s pokrywa si¢ z pewnym wykresem klasy C1, to znaczy

{s(z):xeU}t={(y,hy) :y eV}

dla pewnych otoczen o € U C R", f(xg) € V C R"™ oraz pewnej funkcji h: V' — R™
klasy C*. Ponadto dh(f(zo)) = dg(xo) - (df (o))~ .

Zadanie 7. Niech s: R" — R"™™ bhedzie funkcja klasy C', ktérej rézniczka ds(zg)
jest pelnego rzedu (czyli rzedu n). Oznaczmy jej obraz (po obcieciu do pewnej kuli)
przez I = {s(x) : ||z — zo|| < r}. Wykazad, ze

Ts(zp)l = imds(xy) dla pewnego r > 0.

Wskazowka. Sprowadzié¢ do sytuacji z poprzedniego zadania przez ztozenie z obrotem
w obrazie.

Uwaga. W przyszloéci poznamy twierdzenie o rzedzie: jedli funkcja F: R” — R¥
klasy C! ma w kazdym punkcie ten sam rzad rézniczki rank dF' = r (niekoniecznie
r = min(n, k)), to lokalnie po zlozeniu z dyfeomorfizmami dziedziny i przeciwdzie-
dziny F ma postac

R™ x R"™ 3 (x,y) — (2,0) € R" x R*™".

Stanowi ono zatem jednoczesnie uogélnienie TFO i TFU. Zainteresowanych odsytam
do skryptu Pawta Strzeleckiego.


https://www.mimuw.edu.pl/~pawelst/teaching.html

Dytfeomorfizmy

Uwaga. Probujac znalezé dyfeomorfizm miedzy dwoma danymi obszarami, warto
mie¢ w pamieci funkcje takie jak

1
e’, Inx, tgx, arctgx, —
x
oraz dyfeomorfizmy opierajace si¢ na podstawieniu biegunowym
R, xR 3 (r,a) — (rcosa,rsina) € R?

albo inwersji
x

]|
Catkiem wskazane sa konstrukcje polegajace na ztozeniu wielu prostszych dyfeomor-

fizméw, jak i stosowanie dyfeomorfizméw trudno wypisywalnych wzorem (np. od-
wrotno$¢ podstawienia biegunowego).

R"\ 0>z +— e R"\ 0.

Zadanie 1. Czy jesli F': R® — R" jest funkcja klasy C*, ktérej rézniczka w kazdym
punkcie jest odwracalna, to F' jest dyfeomorfizmem? Uzasadni¢ prawdziwos¢ takiego
stwierdzenia dla n = 1 i wskazac¢ kontrprzyktad dla n = 2.

Zadanie 2. Uzasadni¢, ze inwersja i: R"\ 0 — R"\ 0 zadana wzorem i(x) = z/|[|z||?

jest dyfeomorfizmem. Sprawdzi¢, ze obrazem kuli otwartej By, (p) jest potprzestrzen
{z e R": (x,p) > 1/2}

Zadanie 3. Wykaza¢, ze podstawienie biegunowe ®(r,a) = (rcosa,rsina) po
ograniczeniu do np. ®: (—7/2,0) — (0,00) x (—00,0) jest dyfeomorfizmem.
Wskazéwka. Wykazaé, ze jest bijekcja (a wiec @' istnieje), a warunek &~ € C*
wywnioskowa¢ z TFO.

Zadanie 4. Skonstruowaé dyfeomorfizm podanego podzbioru R? na caly ptaszczy-
zne:

o A= (—1,1)? (kwadrat)
e B ={y <z} (podwykres funkcji klasy C")

o C'={z*+y* <1} (kolo)



o D={z*+y*><1, y>0} (pbtkole)

o £={2>+y* <1, z,y >0} (wycinek kota)

o F={a>+y* <1, y> 32} (odcinek kota)

o G=TR?*\{(tt):t>1} (ptaszczyzna bez polproste;j)

o H={0<y<zxz<1} (tréjkat)

o [ = {|z]> + |yl < 1} (hm, co$ pomigdzy kolem jednostkowym w normach
-l 11 1ls)

e dowolny czworokat o trzech katach prostych

e dowolny czworokat wypukty

Zadanie 5. Sprawdzi¢, ze funkcja F': R" — B zadana wzorem F(z) = oy Jest

dyfeomorfizmem klasy C!, ale juz nie klasy C?.
Wskazéwka. Odwrotnosé tez mozna wyrazi¢ wzorem: G(y) =

=[]l

Zadanie 6. Niech
A={x e R? : |z]lo =1}, B={x¢€ R? - ||| = 1}.

Wykazaé, ze nie istnieje dyfeomorfizm F: R? — R? przeprowadzajacy A na B.
Wskazowka. Zbadaé stozki styczne tych dwdch zbiorow.

Zadanie 7. ® Niech n > 2. Wykazaé, ze funkcja

2 .2 2

x? T x

1 2 n
F(zy,29,...,2,) = ( —= ,)

I‘2’$3’ al

zadaje dyfeomorfizm zbioru (0, 00)" z samym soba.
Wskazowka. Powiaza¢ F' z przeksztatceniem liniowym

Gy, 2, Un) = (2y1 — ¥2,2y2 — Y3, - - -, 2Un — Y1)



Zadanie 8. Niech F': U — R"™ bedzie funkcjg klasy C! okre$long na zbiorze otwar-
tym U C R"™ i zat6zmy, ze rézniczka d, F' jest odwracalna dla kazdego x € U. Pokazac,
ze F' jest przeksztatceniem otwartym, czyli:

V CR" otwarty = F(V) C R" otwarty.

Definicja (na potrzeby nastepnego zadania). Jesli A C R” jest dowolnym
podzbiorem, to powiemy, ze F': A — R* jest klasy C!, jedli istnieje zbiér otwarty
A CU CR"i funkcja F: U — RF klasy C* takie, ze F|4 = F.

Ta definicja pozwala méwi¢ np. o dyfeomorfizmach miedzy dowolnymi zbiorami.

Zadanie 9. Niech D C R"™ bedzie zbiorem domknietym, a V' C R" zbiorem
otwartym, przy czym oba rézne od () i R". Wykazaé, ze nie istnieje dyfeomorfizm
F: D —V Klasy C*.

Wskazowka. Wykorzysta¢ poprzednie zadanie.

Zadanie 10. % Niech F': R" — R" bedzie funkcjg klasy C*. Zalézmy, ze istnieje
stata ¢ > 0 taka, ze |[F(x) — F(y)|| = c||lr — y|| dla z,y € R™. Pokazaé, ze F jest
dyfeomorfizmem.

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze obraz F(R™) C R™ jest jednoczesnie otwarty i domkniety.

Zadanie 11. # Niech F: R" — R” bedzie funkcja klasy C'. Zalézmy, ze istnieje
stata ¢ > 0 taka, ze (d,F(v),v) > c||v|* dla z,v € R™. Pokaza¢, ze F jest dyfeomor-
fizmem.

Wskazéwka. Rozwazyé¢ wielkos¢ (F(z) — F(y),z — y) i sprowadzi¢ sytuacje do po-
przedniego zadania.

Zadanie 12. # Niech F': R” — R" bedzie funkcja klasy C spelniajacg warunek
Mz =yl < |F(2) = Fy)ll < M|z —y|| dlaz,yeR"

z pewna stata M > 0 (méwimy wowczas, ze F jest bilipszycowska). Wykazaé, ze
B, /u(F(x)) C F(By(x)) C By, (F(x)) dlazeR", r>0.

Wskazéwka. Funkcja G = F~1 istnieje i tez jest bilipszycowska.

Zadanie 13. ® Przeksztatcenie G: R” — R"iliczba 0 < ¢ < 1spetniaja ||dG(x)|| < ¢
dla wszystkich = € R". Wykaza¢, ze F'(x) = x+G(z) jest dyfeomorfizmem R”™ na R™.
Wskazéwka. Skorzystaé z twierdzenia Banacha o punkcie statym (lub ew. z ktéregos
z poprzednich zadan).



Twierdzenie o funkeji odwrotnej 1 uwikianej I1

Zadanie 1. Funkcja f: R? — R? zadana jest wzorem
fa,y) = (2 +y—y* 22y +y).

Sprawdzi¢, ze w otoczeniu punktu (2,1) funkcja f ma funkcje¢ odwrotna klasy C*.
Wyznaczy¢ rézniczke funkeji odwrotnej w punkcie (4, 5).

Zadanie 2. Funkcja f: R? — R? zadana jest wzorem
f(.flf,y) - (y_$27_$+y2) .

Sprawdzi¢, ze w otoczeniu punktu (0,0) funkcja f ma funkcje odwrotna g = (u,v)
klasy C?. W punkcie (0,0) wyznaczy¢ pochodne czastkowe u,v do drugiego rzedu
wlacznie.

Wskazéwka. Dwukrotnie zrézniczkowaé tozsamoéci v — u? = i —u + v = y. To
samo mozna uzyska¢, uwaznie roézniczkujac wzor na rézniczke funkeji odwrotne;j.
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Zadanie 3. Przeksztalcenie liniowe F': R™ x R" — R" zadane jest wzorem
F(z,y) = Ax + By dla pewnych A € My, B € Mpyxn,
przy czym det B # 0. Znalez¢ globalne rozwiazanie y(x) réwnania F(z,y) = 0.

Zadanie 4. Uzasadni¢, ze w pewnym otoczeniu punktu (zg,yo,20) = (2,1,—1)
réwnanie xy = 2 + z - Iny wyznacza y jako funkcje pozostalych zmiennych y(z, 2)
klasy C'. Obliczy¢ pochodne czastkowe tej funkcji w punkcie (zg, z9) = (2, —1).

Zadanie 5. Niech F(z,y) = z* + zy + y*. Znalez¢ wszystkie punkty elipsy
E={(z,y) € R*: F(,y) = 3},

wokot ktérych E mozna przedstawié jako wykres funkeji y(x) € C'. Analogicznie,
znalez¢ takie punkty dla z(y). Jaka interpretacje geometryczna maja cztery punkty,
w ktorych jedno lub drugie nie jest mozliwe?

Zadanie 6. Policzy¢, ile jest funkcji y(z) rozwiagzujacych x? — y? = 0, jesli wyma-
gamy, by

e y byto klasy C!;



e y bylo ciggte;
e nic nie wymagamy.
Zadanie 7. Wykaza¢ istnienie funkcji y(x) € C? okredlonej na otoczeniu zera i spet-
niajacej tozsamos¢
xe + xe¥ =2

i wyznaczy¢ y”(0).

Zadanie 8. Niech F(z,y,2) = (v +y + z,2% + y3 + 2* — 2). Wykaza¢, ze réwnanie
F(z,y,2) = 0mawokét(0, 1, —1) rozwiazanie (y, z)(z) klasy C'; obliczy¢ y/(0) i 2/(0).

Zadanie 9. Wykazaé, ze uktad rownan

e +v=uay
2u+e' =2y —x

ma w otoczeniu punktu (zg, yo, ug, vo) = (1, 1,0,0) rozwiazanie (u,v)(x,y) klasy C;
obliczy¢ rézniczke tego przeksztatcenia w (1,1).



Podrozmaitosci IR"

Definicja. Podzbior M C R™ nazwiemy m-wymiarowa podrozmaitoscia (bez brze-
gu), jesli dla kazdego punktu p € M istnieja zbiory otwarte p € U C R" oraz
0 € V C R" oraz dyfeomorfizm ®: U — V takie, ze

SUNM)=VNnER"x0).

Mapa na M wokét p € M nazwiemy obciecie ®: U N M — R™ (ignorujemy n — m
zerowych wspéhrzednych). Uktadem wspéhrzednych nazwiemy odwrotnosé tego ob-
ciecia.

Uwaga. Dla wygody bedziemy od teraz podrozmaitosci R™ nazywaé po prostu roz-
maitosciami. W przysztosci (AM2.1, WGR, GR?) spotkamy sie jednak z og6lniejszy-
mi rozmaitosciami, ktore nie sg podzbiorami R”.

Powyzsza konwencja nazewnictwa przyjmuje, ze mapa jest przeksztatceniem z M

w R™, a uktad wspotrzednych przeksztatceniem z R™ w M. Jako ze jedno jest od-
wrotnoscig drugiego, nie nalezy si¢ do tego bardzo przywiazywac.

Zadanie 1. Dla promieni 0 < r < R wprowadzmy torus

2
ﬂmZ{m%QER”<%ﬁ+f—R)+£:ﬁ}cw

otrzymany przez obrét okregu o((R,0),r) w plaszczyznie xz wokol osi z. Rozwazmy
tez standardowy torus T? = St x S!, czyli zbi6r

T? = {(ZEI,I'Q,Ig,ZE4) ER*: 22 +a25=1, 25 +23 = 1} C R*.
Uzasadni¢, ze jedno i drugie jest rozmaitoscig. Sprawdzi¢, ze
(I'l, To, T3, ZL‘4) = ((R + 7"1’1)1‘37 (R + T$1)$4, T[L'Q)
jest dyfeomorfizmem T? — T, g.
Zadanie 2. Niech M C R" bedzie m-wymiarowa rozmaitoécig klasy C*. Wykazaé, ze
M mozna wokot dowolnego punktu p € M przedstawi¢ jako wykres funkeji pewnych
m wspoOtrzednych, to znaczy istnieje m-wymiarowa podprzestrzen P C R™ postaci

P={zxeR":2;,=0,...,2;,_, =0}

1



zbiér otwarty U C P, r > 0 oraz funkcja f: U — P+ klasy C! takie, ze

MnNB,(p)={z+ f(z) .z € U}.

Zadanie 3. Czy zbiory
A={2° 4+ +2* =0}, B={a8+¢y*+2*=0}
w R3 s rozmaitosgciami klasy C*?
Zadanie 4. Pokazac, ze zbior
K={(z,y,2) eER*: 2 +y* + 2 =9, 2y +yz + 22 =8} CR?

jest krzywa (tj. 1-wymiarowa rozmaitoscia) klasy C'. Czy jest to krzywa sp6jna?
Wskazéwka. Moze byé pomocne rozwazenie wielkosci (z + y + 2)2.

Zadanie 5. Punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym wzdtuz odcinka od punktu
A =(0,0,0) do punktu B = (1,0,0). Podobnie w tym samym czasie () przemieszcza
sie z C = (0,1,0) do D = (0,1,1). Niech M bedzie suma wszystkich odcinkéw
PQ (bez koncéw), taczacych punkty P i Q w jednoczesnych potozeniach. Znalezé
parametryzacje M i uzasadni¢, ze jest to rozmaitoé¢ dwuwymiarowa w R3.

Zadanie 6. Niech fy(x,y) = 2® + A\(2® — ¢?) dla dowolnych z,y, A € R.

(a) Dla jakich ¢ € R zbiér {(x,y) € R? : fo(x,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich
c jest spojny?

(b) Dla jakich ¢ € R zbidr {(z,y) € R? : fi(z,y) = ¢} jest rozmaitoscia? Dla jakich
c jest spojny?

Zadanie 7. Wykazac, ze M = {(x,y) € R? : 3 — 122y + 8y3} nie jest rozmaitoscia.
Znalez¢ punkty (mozliwie niewiele), po ktérych usunieciu M stanie sie rozmaitoscia.

Zadanie 8. Pokazaé, ze zbiér macierzy ortogonalnych

O(n) ={Q € My, : Q"Q = I}

jest rozmaitoscig wymiaru n(n—1)/2. Opisaé przestrzen styczng do O(n) w punkcie /.

2



Wskazéwka. Funkcja F(Q) = QT Q nie jest submersja jako funkcja F': M,,x, — Myxn,
ale jako F': M, «, — Sym,,,,, juz tak.

Zadanie 9. Niech S? = {(z,y,2) € R?: 2%+ y* + 2? = 1} bedzie standardowa sfera
oraz

F: R3_>R47 F(Q?,y,Z):<l’y,y2,21’,$2—y2)-
Sprawdzi¢, ze F'(S?) jest zwarta rozmaitoscia.

Uwaga. Jest to tzw. plaszczyzna rzutowa. Mozna podac jej prostszy opis: jest to sfera
S? z utozsamionymi punktami antypodycznymi (czyli parami z i —x).

Zadanie 10. % Niech M bedzie standardows wstega Mobiusa w R?, np. opisana
parametryzacja:

T = §1+;COSZ; cos U
v
2

1+ 5cos)sinu O<u<2r, —1<v<1)
S

U
III2

Wykazaé¢, ze cho¢ M jest rozmaitoscig, to nie da sie przedstawié¢ jako poziomica
submersji. Innymi stowy, nie istnieje zbiér otwarty M C U C R?® i funkcja F': U — R
klasy C!, dla ktorej

M = F~(0), rankdF(z) =2 dlax € M.



Ekstrema warunkowe

Twierdzenie Lagrange’a. Jesli funkcja f: U — R klasy C! jest okredlona na
otwartym otoczeniu U C R™ rozmaitosci M i f|y ma ekstremum lokalne w p € M,
to gradient V f(p) jest prostopadty do T,,M.

Jesli M jest (wokoét p) zadane jako pewna poziomica submersji g: U — R™ (reprezen-
towanej przez m funkcji rzeczywistych g = (g1, ..., gm)), to warunek prostopadtosci
oznacza

Vilp) LT,M <= Vf(p) Lkerdg(p) <= Vf(p) €lin(Vgi(p),...,Vgm(p)).

Ostatni warunek oznacza istnienie wspotczynnikéw Ay, ..., A, € R (zwanych mnoz-
nikami Lagrange’a) spelniajacych Vf(p) = MiVgi(p) + ... + A Vgm(p).

Zadanie 1. Znalez¢ punkty na powierzchni z = xy + 5, ktore znajduja sie najblizej
punktu (0,0,0).

Zadanie 2. Jednym z punktéw krytycznych w poprzednim zadaniu jest (0,0,5).
W tym punkcie druga rézniczka D 5 f: R? X R? — R jest dodatnio okreslona. Czy
wynika stad, ze f ma w (0,0,5) zwiazane minimum lokalne?

Zadanie 3. Wezmy elipsy
By = {2+ =16}, E,= {32+ 2zy + 3y* = 8}.
Znalez¢ najmniejsza mozliwa odlegto$¢é miedzy punktami (z,y) € Ey i (u,v) € FEs.
Zadanie 4. Niech
f:R?* - R $cisle wypukta klasy C?,
I ={(z,y.2) 1 2 > f(2)},

I ={(z,y,2) : 2 < f(x)},
I'={(x,y,2) : 2 = f(z)}.

Promien swiatta biegnie z predkoscia c_ po linii prostej z punktu A € I'_ do punktu
M € T, nastepnie zatamuje sie i biegnie z predkoscig c_ po linii prostej z M do
B € T'". Punkt M € I" ma te wtasno$¢, ze czas potrzebny na pokonanie tamanej
AM B jest najmniejszy mozliwy.



Niech n bedzie prosta prostopadta do I' w M, a a_ i ay katami miedzy n a odpo-
sina— [

wiednio M A i M B. Wykaza¢, ze A, B,n leza w jednej ptaszczyznie oraz Sma; T~ o

Wskazduwka. V|AM| = A4

Zadanie 5. Niech K = {(z,y,2) : 22 +y*+522 =4, xy = 1, z,y > 0}. Wyznaczy¢
zbiér wartosci funkcji f: K — R danej wzorem f(z,y,2) =z +y + 2.

Zadanie 6. ® Znalezé kresy funkeji f(x,y, 2) = zyz na zbiorze
K={(z,y,2) ER*:z+y+2=5 2 +y*+ 2> =9} CR?
e stosujac twierdzenie Lagrange’a;

e wykorzystujac parametryzacje:

~(t) = il)) ((5, 5,5) + (V3,V3,0) cost + (1,1, —2) sint) :

e szukajac trzykrotnych wartosci wielomianu p(t) = t3 — 5t + 8t.

Wskazowka. Moze by¢ pomocne rozwazenie wielkosci xy + yz + zx.
Zadanie 7. Funkcja
fTE—-R, flryy)=2y—z—-y+3

jest okredlona na trojkacie domknietym E C R? o wierzchotkach (0,0), (2,0), (0,4).
Zmalez¢ jej kresy.
Wskazowka. Juz kiedy$ sprawdziliSmy, ze przyjmuje je na brzegu trojkata.

Zadanie 8. ® ZnaleZ¢ kresy
f(z,y, 2) = Toy+2yz+2zx na zbiorze A= {(z,y,2) € R®: 22 +y*+2* <9, z,y,2 > 0}.

Zadanie 9. Dana jest forma kwadratowa Q(z) = %Ax - x zadana przez macierz

symetryczng A € M, «,. Scharakteryzowac¢ kresy () na sferze jednostkowej w R".



Zadanie 10. # (treningowe) Znalez¢ kresy podanej funkcji na podanym zbiorze.

(@) 3+ 4

) sin x sin y sin 2
Hl) $1$2+$2[L‘3+...+...+!E91’10

{z> +y> =1}

{22 +y* <1}

{2 +y* + 2* < 100}

{(#?+y* <2< 1}

{z> +y*+22 =1}

{22 +y?+22=1, 24+y+2=0}
{22+ +22<1, 2 +y+2=0}
{2 +y*+22=1, 2 +y+2=1}
{2+ y?+22< 1, 2+y+2=1}
{22 +?+22< 1, 24+y+2<1}
{r+y+2=6, z,y,z >0}
{e+y+2=73, z,y,2 20}
{r1+ 20+ ...+ 210 =10, 2; > 0}

{1'11E2+l’2$3+...+...+2391’10:45, 1’120}

RQ
{z1+220+... 42, =1, z; >0}



Calka Lebesgue’a a la Daniell — teoria

Uwaga. Calke Lebesgue’a wprowadzimy w oparciu o tzw. schemat Daniella, z pomi-
nieciem pojecia miary, pojecia calki wzgledem miary i konstrukeji miary Lebesgue’a.
Ze wzgledu na skaposé dostepnych zrodet streszeze tutaj najwazniejsze punkty kon-
strukcji catki wedtug schematu Daniella, jak i najwazniejsze wtasnosci.

Charakter tego zestawu jest bardziej teoretyczny. Zamiast zadan typu egzaminacyj-
nego sg tu raczej zadania polegajace na uzupetnieniu tatwych fragmentéw teorii.

Definicja. Dla ustalonego zbioru X, zbior funkcji elementarnych H i catka elemen-
tarna I powinny speliac¢ nastepujace wtasnosci:

1. H jest pewna przestrzenia liniowa ztozong z ograniczonych funkcji h: X — R,
ze standardowymi dziataniami dodawania i mnozenia.

2. Jedli funkcja h nalezy do H, to funkcja |h| réwniez.
3. I: H — R jest funkcjonatem liniowym.
4. (aksjomat nieujemnosci) Jedli funkcja h € H jest nieujemna na X, to Ih > 0.
5. (aksjomat ciaglosci) Jesli hy € H oraz hy \, 0 na X, to Ih; — 0.
Zadanie 1. ® (przyktad) Sprawdzi¢, ze dla X = [0, 1] nastepujace pary spekiaja
aksjomaty:

[A] H — funkcje kawatkami state, I(3-a;lq,) = X a;|Q;| (dla roztacznych prze-
dzialow Qq,..., Q)

[B] H - funkcje ciggte, I(f) = Jy f(x) dz (catka Riemanna)

Zadanie 2. 7 aksjomatow wyprowadzi¢ nastepujace wnioski (dla dowolnych h, k € H):

h<knaX = Ih<IFk,
Ih < IhT < 1)),
|Th| < I|h| (nieréwnos¢ trojkata).



Definicja. Zbiér Z C X jest miary zero (inaczej: jest zaniedbywalny), jesli dla
dowolnego € > 0 istnieje niemalejacy ciag funkcji nieujemnych z, € H spelniajacy

Izp <edlak=1,2,..., limz; >1naZ

Powiemy, ze jakas wtasnos¢ zachodzi prawie wszedzie, jesli zbior tych x € X, dla
ktorych nie zachodzi, ma miare zero.
Uwaga! Méwimy o zbiorach miary zero, ale nigdzie nie ma mowy o zadnej mierze.

Zadanie 3. ® Sprawdzi¢, ze suma przeliczalnie wielu zbioréw miary zero nadal jest
miary zero.

Zadanie 4. # Na przyktadach [A] i [B] sprawdzi¢, ze suma nieprzeliczalnie wielu
zbioréw miary zero moze juz nie mieé tej wtasnosci.

Zadanie 5. # Na przyktadzie [A] wykazaé¢ nastepujaca (spotykang w innych zré-
dlach) charakteryzacje zbioréw miary zero: dla dowolnego £ > 0 istnieje co najwyzej
przeliczalna rodzina przedzialéw @; C [0, 1] spelniajaca

Y Qjl <e, ZC Qs

Zadanie 6. Wykazaé nastepujace wzmocnienie aksjomatu cigglosci. Zatézmy, ze
ciag funkcji nieujemnych hy € H jest nierosnacy, ale hy \, 0 jedynie prawie wszedzie
(tzn. zbior Z = {x € X : hy /> 0} ma miare zero). Woéwczas roéwniez Thy N\ 0.
Wskazéwka. Przyja¢ 2z, jak w definicji zbioru miary zero oraz M = sup, hi()
i zastosowaé aksjomat cigglosci do hy = (hy, — Mz,)™".

Zadanie 7. Jedli dwie funkcje h,l € H roznia sie jedynie na zbiorze miary zero, to
Ih =11.
Wskazowka. Zastosowaé poprzednie zadanie do ciagu |h —1].

Zadanie 8. Wzmocni¢ aksjomat ciggtosci jeszcze bardziej. Jesli hy € H oraz hy ™\, 0
prawie wszedzie, to Thy \, 0.

Definicja. Funkcja f: X — R U {400} nalezy do klasy L*(X), jesli istnieje ciag
funkcji hy, € H, dla ktorego hy " f p.w. oraz ciag Ihy jest ograniczony. Definiujemy
If :=1limIhy.

Funkcja ¢: X — R U {£o0} nalezy do klasy L(X) (inaczej: jest sumowalna), jesli
¢ = f — g dla pewnych funkcji f,g € LT (X). Definiujemy Ip :=1f — Ig.
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Zadanie 9. Jedli f € LT, to f < oo prawie wszedzie.

Wskazowka. Wziaé ciag hy " f z definicji f i sprowadzi¢ sprawe do przypadku
0 < hy /' f (na calym X), nastepnie przyjaé zx = hy/M z odpowiednio dobranym
M > 0.

Zadanie 10. Wykazaé, ze jesli f,g € LT 1 f < g, aciagi hy /' f, ln /" g sa jak
w definicji, to lim Ay, < lim,,.

Wywnioskowad, ze warto$é¢ [ f = lim Ihy nie zalezy od wyboru ciggu hy.
Wskazdwka. Dla ustalonego k rozwazy¢ granice ciggu funkeji (hy — 1,,)7".

Zadanie 11. Uzasadni¢, ze dla ¢ € L warto$¢ I¢ nie zalezy od wyboru rozktadu
p=rf-g

Zadanie 12. ® Sprawdzié¢, ze klasa L(X) jest podprzestrzenia liniowa funkcji
p: X — RU {+oo}, zamknigta na operacje ||, ¢™, »~, max(p1, p2), min(p1, p2).

Twierdzenie Leviego. Jedli o, € L, I, < C i pr / ¢ pw., to ¢ € L oraz
Io =lim [ py.

Zadanie 13. Jesli o € L, p > 0 p.w. oraz [(p = 0, to ¢ = 0 prawie wszedzie.

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. Jesli ¢, € L oraz
©r — ¢ p.w., a ponadto |px| < ¢o p.w. dla pewnej ustalonej funkcji ¢ € L, to
rowniez ¢ € L oraz Iy = lim Iy

Wskazowka. Rozwazyé funkcje ag = max(@g, Pri1s-- -5 Prit), bp = lim;_o ag oraz
C = llmk_,oo bk

Zadanie 14. Przy dodatkowym zalozeniu 1x € L(X) wywnioskowaé, ze rodzina
zbioréw mierzalnych

F={ACX: :1s€L(X)}
jest o-cialem, to znaczy
0eF, (2QAcF=X\AcF, (B)A,4, . .. eF=JAeF
k=1
Nastepnie wywnioskowaé, ze funkcja
p: F =R, p(A) =114

jest miara, to znaczy

) uld) =0, () u(

Ak> = > u(A;) dla rozlacznej rodziny Ay, A, ... € F.
k=1 k=1



Mierzalnosé

Definicja. Funkcje f: X — R nazywamy mierzalng, jesli istnieje cigg funkcji
fr € L(X), dla ktorych fr, — f p.w. Réwnowaznie: f;, € H.

Zbiér A C X nazywamy mierzalnym, jesli funkcja 1 4 jest mierzalna.

W ponizszych zadaniach ograniczamy sie do catki Lebesgue’a.

Zadanie 1. Przy dodatkowym zatozeniu 1x € L(X) sprawdzi¢, ze o-ciato F sktada
sie doktadnie ze zbioréw mierzalnych (w ogélnosci zachodzi zawieranie).

Zadanie 2. Sprawdzi¢, ze zbiér A = QN [0, 1] jest miary zero. Pokazaé, ze jesli A
pokryjemy skoniczong liczba przedziatow, to suma ich dhugosci wynosi co najmniej 1.

Zadanie 3. Sprawdzié, ze zbior Cantora C' C [0, 1] jest miary zero; istnieja wiec
nieprzeliczalne zbiory miary zero w R.

Zadanie 4. Sprawdzié, ze wykres funkcji cigglej f: R¥ — R"* jest zbiorem miary
Zero.
Wywnioskowaé, ze dowolna podrozmaitos¢ M C R™ wymiaru k£ < n ma miare zero.

Zadanie 5. Uzasadni¢, ze kazda funkcja monotoniczna f: R — R jest mierzalna.

Zadanie 6. Uzasadni¢, ze jesli funkcja mierzalna f: R"™ — R ma prawie wszedzie
pochodng czastkowa 8f to ona réwniez jest mierzalna.

Zadanie 7. Wykazaé, ze jedli funkcja f: R™ — R jest mierzalna, to zbiory {f > 0},
{f =0}, {f =0} réwniez.

Wskazowka. Dobraé¢ ciag funkcji schodkowych hy — f i uzasadni¢ wzor

{F>00=U U N>2Lk

meN NeN k>N

Zadanie 8. Zalozmy, ze mierzalne sg funkcje f,g: R® — R oraz zbior A C R™.
Wykazaé, ze mierzalne sg funkcje

) 7

fa: dla z € A,
g(xr) dlaxé A,

—a) dla kazdego v € R™.



Ponadto jedli f € L', to réwniez f, € L' oraz [ f, = [ f.
Zadanie 9. Wprowadzmy na R relacje rownowaznosci
a~b <= a—-0€Q

oraz wezmy zbior A C [0, 1], ktory z kazdej klasy abstrakcji ma doktadnie jednego
reprezentanta. Wykazadé, ze funkcja 1 4 nie moze by¢ mierzalna (w konsekwencji zbior
A réwniez).

Zadanie 10. Sprawdzié, ze wykres funkcji mierzalnej f: R¥ — R"* jest zbiorem
miary zero.
Wskazéwka. Rozwazyé¢ wykresy funkcji f(x) + u dla réznych u € R"*,



Catka Lebesgue’a — twierdzenia o zbieznosci

Notacja. Od teraz zamiast [ f piszemy [y f, w przypadku mniejszego zbioru catko-
wania (czyli zamiast I(f14)) piszemy [, f. Jesli potrzebne jest podkreslenie zmien-
nej, wzgledem ktorej catkujemy, piszemy [, f dz.

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznos$ci monotonicznej. Zatézmy, ze 0 < fi, 7 f
p.w. na X oraz f;, € L'(X) dla kazdego k. Wowczas

J 7= [

Lemat Fatou. Jedli funkcje fr: X — R sa mierzalne i nieujemne p.w., to

liminf f, < lim inf / fr.
X k—oo k—o00 X

Wskazowka. Rozwazyé funkcje g, = inf(fi, frs1,.--)-

Twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej. Zalozmy, ze funkcje
fe, f: X = R (k=1,2,...) sa mierzalne oraz |fx| < ¢g p.w. dla pewnej ustalonej
funkcji g € LY(X) (zwanej w tym kontekécie majorantq). Jesli fr, — f p.w., to

Jo=gt==o [ pot== [

Zadanie 1. (wedrujacy garb) Znalezé¢ przykitad funkcji fp: R — R, dla ktérych
w lemacie Fatou nier6wno$é¢ jest ostra.

Uwaga. Ten przyktad jest pozyteczny, bo pozwala zapamiegta¢, w ktoéra strone jest
nier6wnos¢.

Zadanie 2. Czy funkcja 2% (dookreslona w zerze np. jedynka) jest catkowalna
na R?



Zadanie 3. Zbadac istnienie i wartos¢ granic

lim 2 + (sin(x?))*
k—o00 J[—vEVE] 1+ 22

lim <1 +2 4+ k;') oS <\/E> exp(—22%) du,

k—oo J 27k 21

dzx,

lim [ exp(—(cos z)*) dz,

k—oo Jo
0o tr) — 1 1
lim [P =1 dz,
t—0t Jo t 142t
oo In(1+¢
t—0+ J1 t

Zadanie 4. Niech t; € [0, 1] bedzie dowolnym ciagiem. Rozstrzygnaé, czy funkcja
f:10,1] — R dana wzorem

fla) =Y.~

k=1 k)2 |ZL' — tk|
jest catkowalna.

Zadanie 5. Dana jest funkcja
f:R* =R, f(u,v) = /Re’xzx sin(u — v+ ) dz.
Wyznaczy¢ pochodne czastkowe f.
Zadanie 6. (bezwzgledna cigglosé catki jako funkeji zbioru) Niech f € L'(X), a p

bedzie miara, wzgledem ktoérej catkujemy. Wowcezas dla kazdego € > 0 istnieje liczba
0 > 0 taka, ze [, f < € dla dowolnego zbioru mierzalnego A C X o mierze u(A) < 6.



Dyskretne twierdzenie Fubiniego

Dyskretne twierdzenie Fubiniego. Suma wartosci funkcji

fAL ... onpx{l,....m}—R
wynosi > > f(i,5) =D f(i.j).
i=1j=1 i=1j=1
Uwaga 1. Jest to szczegblny przypadek twierdzenia Fubiniego dla X = {1,...,n},
Y ={1,...,m} i odpowiednich miar liczacych na X, Y i X xY’; wzglednie dla catki I
bedacej sumowaniem wartosci.
Uwaga 2. Powyzsza rownosc, jakkolwiek pozbawiona tresci analitycznej, ma w sobie
nietrywialng zawartos¢ kombinatoryczna. Zobaczymy to na przyktadzie nizej.
Uwaga 3. Warto zwrdci¢ uwage na zmiane kolejnosci sumowania w ponizszym przy-
ktadzie, gdyz to samo ma miejsce w przypadku catkowania.

Zadanie 1. Wykaza¢, ze
n-204+m—-1)-2"+.. . +2-2"241.2"=2"" 2

Rozwigzanie. Naturalnie jest zapisa¢ lewa strone réwnosci jako pojedyncza sume

n

> (n—1)- 2%

i=0
Zapiszemy teraz liczbg n—i jako sume n—i jedynek, czylin—i = 377, ; 1. Pozwala to
zapisac lewa strone jako podwdjng sume, a nastepnie zmieni¢ kolejnos¢ sumowania:

n n 1
Zn_z 2221(*)2 9
i=0

=0 j=i+1 j=11:=0

Jj—

Po zmianie kolejnosci suma okazuje si¢ tatwa do policzenia:

Yo=Y (P-1)=2" —1-2"—p=2""—n-2

j:1 =0 j:l

—_

jf

]

W tym przypadku zmiana zakreséw sumowania w (%) nie sprawia trudnosci. W bar-
dziej skomplikowanych sytuacjach mozna w tym miejscu dodaé¢ dodatkowe przejscie
przez postac

Z 2" 1{0<i<]<n}7

i,jEN
by unikna¢ pomytki.



Twierdzenie Fubiniego

Twierdzenie Fubiniego. Jesli f: R"™™ — R jest funkcjg calkowalng, to

/RMM [ dXgm = /Rn (/Rm f(z,y) d)\m(y)) d\,(z).

Uwaga 1. Ta sama rownosé zachodzi z odwrotng kolejnosciag catkowania, i w ogdle
z dowolnym rozbiciem z € R"™ na dwie zmienne.
Uwaga 2. Catkowalnosé funkeji

y— f(x,y) (dlapw r € R"),

v [ fay) D)

jest czescig tezy twierdzenia.
Uwaga 3. Analogiczne twierdzenie zachodzi, gdy f jest nieujemng funkcjg mierzalng.

Zadanie 1. (zasada Cavalieriego) Dla nieujemnej funkcji mierzalnej f: R" — R
mamy

/ F(a) d(2) :/ A({z €RY: f(z) > 1)) dt.
n 0
Wskazéwka. Obliczy¢ calke z indykatora zbioru {(z,t) € R"™ : 0 <t < f(x)}.

Zadanie 2. Dla funkcji mierzalnej f: R — R oraz p > 1 mamy

L@ an) =p [0 € B |f@)] > 1) ar

Zadanie 3. Dla jakich n € N i a € R funkcja f(x) = |z|* jest calkowalna
e na kuli jednostkowej w R™?

e na dopehieniu kuli jednostkowej w R™?

Zadanie 4. Obliczy¢ pole kota o promieniu r, czyli

/]R? Tz yy2<r) dXo(z,y).



Zadanie 5. Wykazaé, ze [y e ™ = /7.
Wskazowka. Obliczy¢ catke [go ety dXo(z,y) z twierdzenia Fubiniego i zasady
Cavalieriego.

Zadanie 6. Niech A C R" bedzie zbiorem dodatniej miary A,. Pokazaé, ze rzut orto-
gononalny na dowolna k-wymiarowa podprzestrzen liniowg R™ ma dodatnig miare .

Zadanie 7. Obliczy¢ catke

/[_1 . (14 2y + 2% + 2°5%) dha(a,y).

Zadanie 8. Dany jest wielomian p: R — R o wspétezynnikach z przedziatu [—1, 1].
Wykazaé, ze

/ p(z,y) dXo(z,y) < 8.
[_171]2
Czy stalg 8 mozna poprawic?

Zadanie 9. Wykaza¢, ze

1 1 2
d -y = (=T,
/[0,1]2 1—ay (2:) = 2. k2 ( 6 )

k=1

Wskazéwka. Wykorzystaé rozwiniecie funkeji 1.

Zadanie 10. Niech 0 < a < b. Obliczy¢ catke

00 AT _ esz
— d=.
0 X

Wskazéwka. Zapisaé réznice e~ — e~ jako calke z pochodne;.

Zadanie 11. # Obliczy¢ catke [, f d)y, gdzie

(a) A={(r,y) e R®: 0 <y < 2z}, flzy) =1 —x+y)e”
(b) A= {(x,y) e R?: 0<y<2x 2’y <16}, f(z,y) =1;

() A= {(.y) € B2 0<y<x<1}, fla.y) =25
(d) A= {(z,y) eR*: 2> +y* <y}, [z, y) = —F4=




Zadanie 12. # (a) Niech A bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym przez
parabole y = 22 i prostg x + y = 2. Obliczy¢

/A 67 + 2y* dg(z, y).

(b) Niech B bedzie zwartym podzbiorem R? ograniczonym krzywymiy = 22 iy = 23

Obliczy¢
/B zy® do(z,y).

Zadanie 13. ® Obliczy¢ catki

1 paxd
/ / eV/* dy dz,
0o Jo
1,
/ / e " dr dy,
0 Jy
/7r /7T sin y dy du.
0 Jx Yy

1 1 1 dd
/O/y T




